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Modéles rhéologiques
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modele viscoelastique de Kelvin-Voigt:
assemblage ressort-amortisseur en parallele

o
e : déplacement de 'extrémité droite du ressort et de 'amortisseur
E ¢ raideur du ressort

1t : module de viscosité de ’amortisseur

o= Fe+ ue
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e=constante

o= Fe+ ue

fluage limite

o=constante

élasticité instantanée infinie

Elasticité différée : o = Fe

T=u/E




modele viscoelastique de Maxwell:
assemblage ressort-amortisseur en serie

o=t

déplacement de I’extrémité droite du ressort et de ’amortisseur

déplacement de 'extrémité droite de ’amortisseur variable interne

raideur du ressort

module de viscosité de 1’amortisseur

{a = F(e — €Y)

o= ue’




o= ue’

{a = FE(e — &)
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fluage illimite

)

o/E

e=constante

Elasticité instantanée : o = F¢

Elasticité différée nulle

o=constante
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T=u/E




Exercice

® Etudier le modele rhéologique de Zener

{a = FEi(e — £Y)

o — Foe? = ,LL&w



modele elasto-plastique sans écrouissage:

assemblage patin-ressort
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déplacement de I’extrémité droite du ressort
déplacement de 'extrémité gauche du ressort et du patin
allongement du ressort

variables d’état de I'assemblage

tension du ressort et force exercée par le patin sur le support



relations de comportement et probleme d’évolution
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ressort o= F(c — &)
%
patin |0|§0c , V¢ =0 sl — 0. <0< 0.
=0 s1 o=+40

Probleme d’évolution :
On se donne t — £(t) (pilotage en déplacement) pour ¢ > 0 et la position initiale du patin /(0) = 0.
On cherche la réponse t — o(t) et t — cP(t).

régularité=continuité en temps
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réponse générale du patin-ressort

A O

o= 10,

>3

- irréversibilite des phases de glissement
- réversibilité des phases de non glissement




Energies

1. Energie de déformation du ressort :

E(e(t) — &P (1))

2. Travail de déplacement de 'extrémité droite du ressort :

W —

t1

to

o (t)2(t)dt

3. Energie dissipée par frottement lors du glissement du patin :

1
g A D:aC/ £7] (t)dt
to

el = o, |€P|

W=AE+D

¢ = o(e° + £P)
oo
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:€+Jc|ép|
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Modélisation 3D (isotherme)
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® Modeles viscoélastiques de type Kelvin-Voigt

v Hypotheses
Variables d’état : (g, ¢)

(0=d(c¢)

Relations constitutives : <

v Conséquences de 'inégalite de Clausius-Duhem
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® Modeles viscoelastiques de type Maxwell

v Hypotheses

[|Cne

Variables d’état : (g,£")
(g=3ee")
Relations constitutives : < @ = zﬁ(g, g’)
&= fleg”)
v Conséquences de l'inegalité de Clausius-Duhem
Oy O .
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® Modeles viscoelastiques de type Maxwell (fin)

v Cas linéaire, isotrope avec |1r gv =0

* Forme de I'énergie libre  moyennant le choix d’'une configuration de référence naturelle

Yp=5NTre)’ +ule—¢") (e —¢€") +he’ - ¢

 Forces thermodynamiques

L0 O
g:a—z = AMTre) L+2u(e —€7) | §=—a§ = 2u(g” — £") — 2he"
« Loi d’évolution des variables internes
éfu _ O‘QD + ﬁgv

- Inégalite de Clausius-Duhem

Modele rhéologique de Zener (ressort-amortisseur-ressort)
2h

2

Maxwell : h =0, 0<pu<+4o00 Kelvin-Voigt : A >0, pu=-4o0
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Comportement elasto-plastique 3D

» Petites transformations
» Sans viscosité
» Isotherme

» Approche phenomenologique
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La relation contrainte-deformation

Q)

» Les deformations plastiques sont des deformations “residuelles”

» Le comportement est elastique a deformation plastique constante
avec une rigidite invariable

og=C:(g—£") ou
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eP . tenseur symétrique

déformation totale, dérive d’'un déplacement

déformation plastique, ne dérive pas en général d’un déplacement

eP . déformation élastique, ne dérive pas en général d’un déplacement

variables d’état de I’élément de volume (les seules en plasticité parfaite)
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L evolution des deformations plastiques

» loi a seuil

» seuil en contraintes ou en deformations

Constat expérimental : Il existe, a chaque instant, un domaine S dans 1’espace des contraintes tel que
la déformation plastique n’évolue pas tant que les contraintes sont a l’intérieur et ne peut évoluer
que quand les contraintes sont sur le bord.

74 S : domaine d’élasticité (actuel) : {oce€M;: f(g) <0}
s 0S : seuil de plasticité (actuel) . {g €M, : f(g) =0}
0
> O
S invariable = plasticité parfaite
S variable avec e’ = plasticité avec écrouissage
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loi d’écoulement

» O]

n€R : multiplicateur plastique (& déterminer)

(¢) : direction d’écoulement (donnée)

I8

Il reste a identifier | et g

Expéerimentation + Principes physiques
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Plasticité parfaite isotherme

Conséquence de Clausius-Duhem

Energie libre = Energie ¢€lastique
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peu restrictif
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® [néegalite de Hill en plasticite parfaite

(c(t) —g"):€P(t) 20, Vg €S

(t) : €P(t) = Puissance dissipée réellement

Puissance dissipée virtuellement dans un état de contrainte admissible

une sorte de principe de dissipation maximale

beaucoup plus restrictif (convexite du critere et loi de normalite pour I'ecoulement),
... mais peu intuitif et trop spécifique a la plasticité

22



® |e Second Principe de la Thermodynamique

Inégalite de Clausius-Duhem: la puissance dissipée est non négative

ng:g'—zpzo

D= puissance dissipée, 1 = énergie libre
® |e postulat de Drucker-llyushin

Le travail de deformation est non négatif dans tout cycle en déformation

(1)

11

/1 a(t) : £(t)dt > 0, Vi e(t) : £(0) =
0

® Le principe du travail plastique maximal de Hill (en plasticite)




Drucker-llyushin en élasticité

» La nécessité physique du postulat:

Sinon on pourrait puiser autant d’eénergie que I'on veut d’'un élément de
volume

(S’il existait un cycle pour lequel le travail est négatif, alors en le parcourant suffisamment de fois on

pourrait récupérer autant d’énergie que I'on veut. Pratique, mais ...)

» Les conséquences du postulat

Le travail de déformation est nul dans tout cycle

(S’il existait un cycle pour lequel le travail est positif, alors en le parcourant en sens inverse on pourrait

récupérer de I'énergie.)
Le travail ne dépend pas du chemin suivi
Les contraintes derivent d’'un potentiel

ow
g = 8—§(§)

En élasticite lineaire, symetrie du tenseur de rigidite
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Comparaison

»  Drucker-llyushin vs Hill:
- En plasticite parfaite,

sous reserve de regularite suffisante du domaine d’élasticité et I'évolution de
la déformation plastique, les deux “principes” sont eéquivalents

- En plasticite avec ecrouissage,

(toujours sous les mémes conditions de régularite), le postulat de Drucker-
llyushin implique I'inegalité de Hill, mais la reciproque n’est pas toujours vraie

Régularités utilisées dans les démonstrations (optimales?):

- Domaine d’élasticité = connexe fermé, d’intérieur non vide, fermeture de son intérieur, a frontiere " "réguliere’

- Déformation plastique = fonction du temps différentiable par morceaux

’
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Loi d’évolution standard en plasticite parfaite

dans le cas d’'un domaine sans point anguleux sur le bord

9
o= ﬁé(g)

simple généralisation de la loi uniaxiale
eP = nsign(o)

o] < o, 1 =0, (ol —oc) =0

se generalise aux points anguleux (critere de Tresca)
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