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Comportement thermoélastique



® Hypotheses

Variables d’état : (¢, T, VT

(0= 6(e,T,VT)
=S 7Ta VT
Relations constitutives : < ? f(g )
e=¢é(g,T,VT)
(4= de, T, VT)
Y : énergie libre volumique, v =e—Ts

Y =(e,T,VT)



® Restrictions imposees par l'inégalite de Clausius-Duhem
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® Equations géneérales de la thermo-élasticite

»  Equations du mouvement

dive + f = pv

»  Equation de la chaleur

0 = g-é—é—divg—l—h
= g-é—@b—sT—Té—divgﬂLh
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® Comportement thermo-élastique linéarise

» Développement de I'énergie libre au deuxieme ordre autour d’un état de référence
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P, T) =0 JrQO@—So(T—To)Jr%@@—&°(T—TO)Q—%TL(T—TO)2
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par fixation de la constante

(¢ = o"+C(e— (T —To)a)
< T — T
s = spte———"+Ceoa
\ 1o — =
1o température de référence
go tenseur des précontraintes
S0 entropie de la configuration de référence
C tenseur de rigidité
a tenseur de dilatation thermique
c capacité calorifique volumique



»  Choix d’'une configuration de référence naturelle

0 — ¢

»  Fixation de la valeur arbitraire de I'entropie de référence
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tenseur de dilatation thermique
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»  Symétries du tenseur de rigidité

Cijkl = Cjimt = Cijik petites symétries dues a la symétrie de o et de

Ciikl = Chiij grandes symétries dues a l’existence d’un potentiel

»  Symétries du tenseur de dilatation thermique

A =—a; symétries dues a la symétrie des déformations
dmension | Tenseur de | - Tanseur de
rigidité dilatation
D | |
2D 6 2
3D 21 6

nombre de coefficients independants



® Comportement thermo-élastique linéarise (suite)

Développement de la loi de conduction au premier ordre autour de I'état de
reference

Q(@T,YT) — QO ‘|‘Q§—|— (T — T())gl —QT

Consequences de l'inégalité de Clausius-Duhem

V(e, T,VT), 0 < e, T,VT)-VT

a(
= (q + Qe+ (T = To)g —QT)VT

~

¢ = 0
QQ = 0
— < — -
¢ = 0
£ > 0
Loi de Fourier en premiere approximation
q=—KVT} K >0

K : tenseur de conductivité thermique

non nécessairement symetrique
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Equations de la thermo-élasticite linéaire anisotrope

Equations du mouvement

p@zdﬂ(C(g—(T—To)g)> +f

Equation de la chaleur

0 = —Té—divg—Fh
—Tps —divg+h

= —dl'=TyCa- £+ div (KVT) + h

Q

of +TyCa - ¢ = div (KVT) +h

couplage du a la dilatation
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e Conditions de positivitée pour avoir des problemes bien poses

Positivité des coefficients d’élasticite

Cijki€ijert > 0, v

[1Cny
N
S

Positivité du coefficient de capacite calorifique

c>0

Positivité des coefficients de conductivite thermique

Kij9i95 20,  Vg#0

Pas de condition sur les coefficients de dilatation
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® (Cas d’'un materiau isotrope

Invariance du potentiel thermodynamique dans toute rotation ou symétrie

QTR T) =0 T), VYQ:QQ=1

— zﬁ — zﬂ(g €, emr, 1) zﬁ fonction des invariants de ¢

er = Tre = ¢4, EIl = € : E = €;jEij, enr = dete

110D

Invariance de la loi de conduction dans toute rotation ou symétrie

i(Q'Q.7,Q9) =Qi(e,T.g9), VQ : Q' Q=1

Cas lineaire
ble,T) = $A(Tre)® + g - £ — (BA+2p)alT — To) Tre — § — (T — I)°
B - - - 0
q=kNVT
deux coefficients d’élasticité : (A, u) (coefficients de Lamé)
un coefficient de dilatation e (a=al)
un coefficient de conductivité thermique : & (K = kI)

un coefficient de capacité calorifique : ¢
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® Cas d’'un materiau isotrope (suite)

» Positivité des coefficients

MTre)* +2ue:>0, Ve#0 <= [3A+2u>0[[px>0

~

E> 0] c>0

»  Coefficients a identifier expérimentalement

masse volumique 0
deux coefficients d’élasticité (A, 1) (coefficients de Lamé)
un coefficient de dilatation Q
un coefficient de conductivité thermique k
un coefficient de capacité calorifique : ¢
matériau o c k E

1/°C | N/m?/°C| N/s/°C | N/m?

acier 10 4. 108 50 2. 10"

béton 10> 2.5 10° | 3.10'0

cuivre 10> 3. 106 380 .2 10!

bois 4 10" 2. 10¢ 0.1 . 100

PMMA 7. 10 1.5 10° 0.18 3.107




Exemples de réponses thermoélastiques

| 4
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Equations de la thermo-élasticité lineaire isotrope

Equations du mouvement

pv = dive + f

o= NTre) I+ 2pe — 3N+ 2p)a(T — 1)1

Equation de la chaleur

cT + (3\ + 2u)aTy Tre = kAT +h

couplage du a la dilatation
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® Relation contrainte-deformation

o =ANTre) I+ 2pe — (3A+2p)a(T —Tp)1L

» Inversion de la relation contrainte-deformation

1
e =|o(T - To)L|+ Eyg—%Cﬁgi
= module de Young v = coefficient de Poisson
unité : MPa sans dimension
0 — E
»  Ecritures équivalentes
e=c+e”

¢ . déformation élastique

th .

|

™ [

déformation thermique = a(1" — Tp)

Ny

1
‘= (o)l + o 0 = MTre)] + 2pe°

E = = =

[




® Réponse a des sollicitations isothermes T="1T,

»  Essai de glissement simple

1+ = module de cisaillement

( 0 ~/2 0 \ ( 0 wuy O \
\ 0o o0 o) \ 0o 0 o)
<
»  Essai de contraction sphérique
2 e
¢ K=+ 3 1+ = module de compressibilité isotherme
- —> « e=el — o= (00—|—(3)\—|—2,u)e)£
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3 Essai de traction uniaxiale isotherme
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® Reéponse a un chargement en température

»  Configuration de référence naturelle

libre
Ty : température de référence
libre 1o libre
e=0, g=0
libre
» Dilatation thermique libre
libre
e=a(T-To)L, <c=0
libre libre
libre
»  Contrainte thermique due au blocage des déformations
e =0, o=ol, o=—B\N+2u)a(T —Tp)
T # T
traction si 1<y

dilatation interdite

— N

compression si 1" > 1y



fix

T, < Ty

traction
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Ty > T

compression

=0 oc<0
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® Reéponses adiabatiques (isolation thermique)

équation de la chaleur : T + 3K aTy Tre=0

relation contrainte-deformation: & = ATrel + 2ue — 3K oT I

9K 202T,
Q:(A+ &0
— C

) Trel + 2ue

Essai de cisaillement : idem qu’en isotherme

Essai de contraction sphérique:

v

9K 20Ty
ce=-¢el — og=ol, o= |3K + é
» —> < = = — = ( C >
3K2a2T,
K+ Y — module de compressibilité adiabatique

c

- \ , . 3K a’Ty 3

pour les matériaux usuels a température ambiante : ~ 10

C
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® Calcul de structures thermo-€lastiques

»  Mecanique statique + thermique stationnaire

1. On résout I'équation de la chaleur : EAT + h = 0, ce qui donne le champ de température 7T'(x).

2. On résout le probleme de mécanique avec le champ de température calculé comme donnée et
on obtient les champs de déplacement et de contrainte.

couplage faible

»  Mecanique (statique ou dynamique) + thermique instationnaire

div ()\ dive I+ 2e() — (3K)o(T — TO)I) + f = pt

T+ (3A+2p)aTydive = kAT +h

couplage fort (sauf si on néglige la dilatation dans I’équation de la chaleur)
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